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G.PHILIPPE

Diffraction

Introduction

Thème: Diffraction par une pupille rectangulaire ou plusieurs. 

Programme
> restart;

On travaille en exp(-j*omega*t) donc les retards apparaissent positivement et les avances apparaissent 
négativement.

Une pupille
Définition de la pupille

On étudie la figure de diffraction de Fraunhofer  d'une pupille rectangulaire  (côté epsilon1 selon x et 
epsilon2 selon y) centrée en O 

Ecriture du d(Psi) sous l'intégrale

L'observation est à l'infini (au foyer d'une lentille de focale f)

On compare le chemin optique PM au trajet fictif OM 
(cf. on prend l'origine des phases pour le rayon passé en O et arrivé en M ). 

On notera cette différence de chemin optique - l'indice ici vaut 1 -
 L=(PM)-(OM).

Le déphasage correspondant est phi :  - (vecteur k) * (vecteur OP) 
Il s'écrit alors kL.

On écrit L en fonction de x, y, alpha  et beta 
(cosinus directeurs de OM c'est à dire coordonnées du vecteur unitaire selon OM noté u_OM)
Cette différence L est positive pour un retard et négative pour une avance

> L:=-(x*alpha+y*beta);
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 := L −  −  x α y β

On exprime alpha et beta en fonction de X, Y,  f.
Il suffit pour cela de remarquer que le vecteur unitaire u_OM dont on parle est ici le vecteur unitaire 
u_O2M , O2 étant le centre de la lentille 2.

> alpha:= X/f;
 := α
X
f

> beta:= Y/f;
 := β
Y
f

D'où la phase phi du trajet PM par rapport à OM ( phi positif pour un retard):

> k:=2*Pi/lambda; phi:=k*L;
 := k 2 π

λ

 := φ 2
π 






−  −  

x X
f

y Y
f

λ

On appelle dpsi_sur_dS  l'exponentielle complexe à intégrer entre les bornes correctes afin de trouver psi.

> dpsi_sur_dS:=exp(I*phi);

 := dpsi_sur_dS e













2 I π 





−  −  

x X
f

y Y
f

λ

Calcul de l'intensité diffractée

On écrit l'amplitude totale psi en M (intégrale double)

> psi:=(int(int(dpsi_sur_dS,y=-epsilon2/2..epsilon2/2),x=-epsilon1/2..epsilon1/2));

 := ψ −
1
4

λ 2 f 2






 −   −   +  e









− I π ( ) +  ε 1 X ε 2 Y
λ f

e








I π ( )−  +  ε 1 X ε 2 Y
λ f

e








− I π ( )−  +  ε 1 X ε 2 Y
λ f

e








I π ( ) +  ε 1 X ε 2 Y
λ f

π 2 Y X

On simplifie pour retrouver le produit de deux sinC.

> psi:=expand(convert(psi,trig));

 := ψ
λ 2 f 2 






sin

π ε 1 X
λ f







sin

π ε 2 Y
λ f

π 2 Y X
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Pour trouver l'éclairement noté ici E1, on prend le module ( cf: abs ) de psi puis on l'élève au carré.
Ne pas oublier un evalc.

> E1:=evalc(abs(psi)^2);

 := E1
λ 4 f 4 






sin

π ε 1 X
λ f

2






sin

π ε 2 Y
λ f

2

π 4 Y2 X2

On détermine l'expression de E1max ( valeur de E1 pour X =0 et Y = 0) en utilisant deux fois limit  
puis on définit un éclairement normalisé E1norm = E1/E1max qui varie entre 0 et 1.

> E1max:=limit(limit ( E1, X=0), Y=0);
 := E1max ε 22 ε 12

> E1norm:=E1/E1max;

 := E1norm
λ 4 f 4 






sin

π ε 1 X
λ f

2






sin

π ε 2 Y
λ f

2

π 4 Y2 X2 ε 22 ε 12

La pupille est un rectangle de côté double selon y.

Valeurs numériques: on mettra à la valeur 1 toutes les valeurs utiles 
sauf epsilon2 que l'on choisira double de epsilon1 et dont la valeur sera donc 2. 

Quatre valeurs que l'on va regrouper dans le "paquet" AN  (application numérique)
utilisé dans la suite pour les substitutions

> AN:=(epsilon1=1, epsilon2=2, f=1, lambda=1);
 := AN , , , =  ε 1 1  =  ε 2 2  =  f 1  =  λ 1

Toutes les grandeurs ont bien une valeur numérique:

> subs(AN,E1norm);
1
4

( )sin π X 2 ( )sin 2 π Y 2

π 4 Y2 X2

Représentation de la figure sur l'écran

Tracé de la figure de diffraction pour -5<X<5; -5<Y<5;

La représentation la moins problématique consiste à tracer la surface d'équation z = E1norm(X,Y). 
Cela nous donnera une idée générale de E1norm
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On peut alors, sous Maple, avec la souris
( cliquer sur le dessin et bouger en gardant le bouton gauche appuyé) 
 faire tourner la surface 3D

> plot3d(subs(AN,E1norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[50,50], shading=NONE, axes=BOXED);

Pour renforcer les maximums secondaires, 
on ajoute une option pour tronquer le maximum principal 
( exemple view=0..0.1 de sorte que z varie entre 0 et 0,1. 

On adopte finalement  view=0..0.01. Il est intéressant d'observer une vue de haut avec la souris.

> plot3d(subs(AN,E1norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[50,50], shading=NONE, axes=BOXED, view=0..0.01);
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> plot3d(subs(AN,E1norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[50,50], shading=NONE, axes=BOXED, 
view=0..0.01,orientation=[-90,0]);

Tracé final adopté:
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> plot3d(subs(AN,E1norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[300,300], shading=ZHUE, 
style=PATCHNOGRID,axes=BOXED, scaling=CONSTRAINED,view=0..0.01, orientation=[-90,0]);

On peut essayer les options du menu contextuel (souris): 

Options: avec le menu contextuel, bouton droit de la souris:
1)par exemple: ZGRAYSCALE au lieu  de ZHUE  ( cf. COLOR) pour voir la figure de diffraction dans le 
plan en noir et blanc
2)on verra  l'effet de UNCONSTRAINED ( option choisie par défaut) par rapport à CONSTRAINED ( cf 
orthonormé donc ici ultraplat)
faire tourner la figure
3)puis ajouter CONTOUR ( si UNCONSTRAINED ) pour voir les lignes de niveau pour l'éclairement si on a 
fait tourner la figure 
4)on pourra terminer par PATCH AND CONTOUR + UNCONSTRAINED + ZHUE 

On peut introduire ces options directement dans le plot 3D:

> plot3d(subs(AN,E1norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[300,300], shading=ZHUE, 
style=PATCHCONTOUR,axes=BOXED, scaling=UNCONSTRAINED, view=0..0.01, orientation=[-80,20]);
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Deux pupilles

On considère deux pupilles identiques à la précédente.
(On pourra donc réutiliser l'expression de psi obtenue traduisant la figure de diffraction d'une fente)

Soit une fente de centre C. 
Les coordonnées de C sont xC et yC. 

On écrit psi en P dû à cette fente de centre C
en fonction de psi (obtenu plus haut) de xC, yC, k, alpha, beta. 

> psiC:=psi*exp(-I*k*(alpha*xC+beta*yC));

 := psiC
λ 2 f 2 






sin π ε 1 X

λ f






sin π ε 2 Y

λ f e













-2 I π 





 +  

X xC
f

Y yC
f

λ

π 2 Y X

La première fente est centrée en x1=a/2, y1=0.
 
> x1:=a/2; y1:=0;
psi1:=subs(xC=x1,yC=y1,psiC);

 := x1 1
2 a

 := y1 0
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 := ψ 1
λ 2 f 2 






sin π ε 1 X

λ f






sin π ε 2 Y

λ f e








− I π X a
λ f

π 2 Y X

La deuxième fente est centrée en x2=-a/2, y2=0.

> x2:=-a/2; y2:=0;
psi2:=subs(xC=x2,yC=y2,psiC);

 := x2 −
1
2 a

 := y2 0

 := ψ 2
λ 2 f 2 






sin π ε 1 X

λ f






sin π ε 2 Y

λ f e








I π X a
λ f

π 2 Y X

psi_total

> psi_total:=simplify(psi1+psi2);

 := psi_total 2
λ 2 f 2 






sin

π ε 1 X
λ f







sin

π ε 2 Y
λ f







cos

π X a
λ f

π 2 Y X

On détermine l'intensité en repérant le 2 I0 ( 1 +cos ) dans le résultat.

On normaliser encore à 1 l'intensité.

Pour le tracé, on ajoute  a=5.

On observe les interférences.

(pour mieux voir, on peut faire apparaitre la représentation dans une fenêtre supplémentaire,
dans le menu ci dessus, choisir <Options>, <Plot Display>, <Window>
opération inverse, en choisissant <Inline> au lieu de <Window>)

> E2:=evalc(abs(psi_total)^2);
> E2max:=limit(limit ( E2, X=0), Y=0);

 := E2 4
λ 4 f 4 






sin

π ε 1 X
λ f

2






sin

π ε 2 Y
λ f

2






cos

π X a
λ f

2

π 4 Y2 X2

 := E2max 4 ε 22 ε 12

> E2norm:=E2/E2max;
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 := E2norm
λ 4 f 4 






sin

π ε 1 X
λ f

2






sin

π ε 2 Y
λ f

2






cos

π X a
λ f

2

π 4 Y2 X2 ε 22 ε 12

> AN:=(epsilon1=1, epsilon2=2, f=1, lambda=1, a=5);
 := AN , , , , =  ε 1 1  =  ε 2 2  =  f 1  =  λ 1  =  a 5

> plot3d(subs(AN,E2norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[300,300], shading=ZHUE, 
style=PATCHNOGRID,axes=BOXED, view=0..0.01, orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED);

En changeant uniquement des options (orientation, view...),  on peut retrouver la figure classique
DIFFRACTION+INTERFERENCES

> plot3d(subs(AN,E2norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[300,300], shading=ZHUE, 
style=PATCHNOGRID,axes=BOXED, orientation=[-90,90]);
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DIFFRACTION SEULE

> plot3d(subs(AN,E2norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[300,300], shading=ZHUE, 
style=PATCHNOGRID,axes=BOXED, orientation=[0,90]);
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Quatre pupilles

On considère quatre pupilles identiques à la précédente disposées en carré.

> x1:=a/2; y1:=a/2;
x2:=-a/2; y2:=a/2;
x3:=-a/2; y3:=-a/2;
x4:=a/2; y4:=-a/2;

 := x1 1
2 a

 := y1 1
2 a

 := x2 −
1
2 a

 := y2 1
2 a

 := x3 −
1
2 a

 := y3 −
1
2 a

 := x4 1
2 a

 := y4 −
1
2 a

On fait la même étude.

> psi1:=subs(xC=x1,yC=y1,psiC);
psi2:=subs(xC=x2,yC=y2,psiC);
psi3:=subs(xC=x3,yC=y3,psiC);
psi4:=subs(xC=x4,yC=y4,psiC);

 := ψ 1
λ 2 f 2 






sin π ε 1 X

λ f






sin π ε 2 Y

λ f e













-2 I π 





 +  /1 2

X a
f

/1 2 Y a
f

λ

π 2 Y X
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 := ψ 2
λ 2 f 2 






sin π ε 1 X

λ f






sin π ε 2 Y

λ f e













-2 I π 





−  +  /1 2

X a
f

/1 2 Y a
f

λ

π 2 Y X

 := ψ 3
λ 2 f 2 






sin π ε 1 X

λ f






sin π ε 2 Y

λ f e













-2 I π 





−  −  /1 2

X a
f /1 2

Y a
f

λ

π 2 Y X

 := ψ 4
λ 2 f 2 






sin π ε 1 X

λ f






sin π ε 2 Y

λ f e













-2 I π 





 −  /1 2

X a
f /1 2

Y a
f

λ

π 2 Y X

> psi_total:=simplify(psi1+psi2+psi3+psi4);

 := psi_total 2
λ 2 f 2 






sin

π ε 1 X
λ f







sin

π ε 2 Y
λ f







 +  






cos

π a ( ) −  X Y
λ f







cos

π a ( ) +  X Y
λ f

π 2 Y X

> E4:=evalc(abs(psi_total)^2);

 := E4 4
λ 4 f 4 






sin

π ε 1 X
λ f

2






sin

π ε 2 Y
λ f

2






 +  






cos  −  

π X a
λ f

π a Y
λ f







cos  +  

π X a
λ f

π a Y
λ f

2

π 4 Y2 X2

> E4max:=limit(limit ( E4, X=0), Y=0);
 := E4max 16 ε 22 ε 12

> E4norm:=E4/E4max;

E4norm := 

1
4

λ 4 f 4 





sin

π ε 1 X
λ f

2






sin

π ε 2 Y
λ f

2






 +  






cos  −  

π X a
λ f

π a Y
λ f







cos  +  

π X a
λ f

π a Y
λ f

2

π 4 Y2 X2 ε 22 ε 12

> plot3d(subs(AN,E4norm),X=-3..3,Y=-3..3,grid=[300,300], shading=ZHUE, 
style=PATCHNOGRID,axes=BOXED, view=0..0.01, orientation=[-90,0],scaling=CONSTRAINED);
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> 
> 
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